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Abstrakt

Splajny a splajnové povrchy sa v informatike mnohokrat pouzivaji na modelovanie ¢i aproximaciu dat a taktiez
sl vSadepritomné v pod&itatovej grafike, hlavne v CAD systémoch. Z tohoto dévodu sa usilujeme najst
algoritmus, ktory by dokazal riesit trojdiagonalne stistavy rovnic potrebnych na ich interpolaciu ¢o najrychlejsie.
Nase rieSenie spociva vo vyuziti viacerych algoritmov, vratane neddvno navrhnutej met6dy, ktord umozZiiuje

explicitne vypocitat’ polovicu neznamych koefficientov.
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Uvod
1.1 Tedria splajnov a povrchov

Splajny su $pecialne typy funkcii, ktoré su definované polynomidlmi jednotlivo po ¢astiach. Mézu byt jeden-

alebo viacrozmerné.

Obrazok 1: Splajnova krivka

V informatike si Casto vyuzivané pri modelovani dat, hlavne v oblasti pocitacovej grafiky ako
reprezentacia kriviek kvoli jednoduchosti ich konstrukcie, presnosti a rychlosti ich vyhodnocovania, ako
aj schopnosti vytvarania komplexnejSich Gtvarov pomocou interaktivnych néstrojov. V naSej praci sa

budeme hlavne zaoberat’ splajnovymi povrchmi, teda trojrozmernymi splajnami.



Interpolacia je proces, ktorého cielom je odhadnut’ data na urCitom intervale na zéklade uz existujticich dat.
Existuje viacero metdd interpolacie, jednou z najpouzivanej$ich je splajnova interpolacia, ktora oproti
polynomidlnej interpolacii produkuje malé chyby aj pri pouzivani polynémov nizkeho radu, ktoré vyznamne

znizuju dobu vypoctu a taktiez sa vyhnu problému oscilacie nastavajicej pri pouziti polynémov vyssieho radu.

1.2 Splajnové interpoléacia

Splajnova interpolacia pozostava z rozdelenia danej funkcie na intervaly, kde hodnoty krajnych bodov st vopred
zname, a najdenie polynémov kore$pondujucich s jednotlivymi intervalmi pre kazdy z nich. Na§im cielom je
teda interpolovat’ splajnovy povrch, o ktorom plati niekol’ko pravidiel. Z dévodu zachovania hladkosti funkcie sa
pozaduje, aby sa hodnota derivacie kazdého polynému v krajnom bode zhodovala s hodnotou derivacie
polynému v susednom intervale v rovnakom krajnom bode. Urovenn hladkosti (kontinuity) hovori o tom,
kolkokrat je mozné funkcie differencovat, aby sa spominany vztah zachoval. Budeme pracovat s
bikubickym povrchom, teda povrchom s troviiou hladkosti 2, ktory je navySe uniformny, ¢o znamena Ze deliace

body st od seba ekvidistanéne polozené. Uvazujme uniformna mriezku definovanu deliacimi bodmi

[Uo. Uy, ..., E([_l] X [1‘0. U1, ny 'I'J_lj. (1)

kde

w; = ug +ihy, i=1,2..... I—-1, I=2m+1,meN,
vi=uvg+jhy. Jj=12,..... J—1, J=2n+1,neN.

ahy, hy predstavujd vzdialenost’ dvoch kontrolnych bodov na osi x resp. y. Splajnovy povrch pozostava zo

Styroch komponentov:

hodnota(vyska) v danom bode mriezky

)
2. i=01,.... -1, j=01,...,J-1
parcialne derivacie prvého radu pozdlz osi x
A, i=01—-1, j=01,..... J—1 @)
parcialne derivacie prvého radu pozdlz osi 'y
dly =01, I-1. j=0J-1 Q)
parcialne derivacie druhého radu podl'a x a y v krajnych bodoch mriezky
Y011, j=0.J-1 ©®)



Ulohou je nést tieto §tyri hodnoty pre kazdy bod mriezky(pod bodom mriezky rozumieme usporiadana dvojicu
deliacich bodov [u;,vj]). Nech S(uj,v;) je funkéna hodnota v prislusnom bode mriezky, kde S ziskame pouzitim

spomynanych $tyroch hodnot.
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Kedze hodnoty z;; Sl ndm zname, potrebujeme vypocitat’ derivécie. Prisliichajiica sustava rovnic zapisana do

matice tvori trojdiagonalnu sustavu.

1.3 Trojdiagonélne matice a sustavy
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Obréazok 2: Trojdiagonalna sustava

Trojdiagonalne sustavy rovnic v sebe obsahuju trojdiagonalne matice, ktoré¢ sa vyznacuju tym, Ze iba
prvky, ktoré sa nachadzaji na diagonale alebo riadok nad ¢i pod fiou maji nenulové hodnoty. Zatial’ ¢o
Standardné systémy matic sa vicSinou rieSia Gaussovou eliminaénou metédou, Co je operacia so
zlozitostou O(n’), pre trojdiagonalne systémy existuji algoritmy, ktoré ich riesia v linearnom ase. St
nimi napr. Thomasov algoritmus ¢i LU dekompozicia. AvSak pri simulaciach a vykreslovaniach
v realnom ¢ase modze byt aj sekvencény algoritmus zlozitosti O(n) ¢asovo naro¢ny. VicSina metod

zlepSenia dnes spoc€iva v zjednodus$eni, ako aj paralelizacii spominaného vypoctu.

Riesenie pomocou redukovaného algoritmu

2.1 LU dekompozicia

LU dekompozicia je sekvencny algoritmus na rozdelenie rieSenia trojdiagonalnej sustavy na dve mensie

podproblémy s linearnou zloZitost'ou. Majme trojdiagonalnu maticu T
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Obrazok 3: Trojdiagonalna matica

LU dekompozicia alebo LU rozklad ndm ju umoznuje rozdelit’ na dve matice, L — Lower a U — Upper, pricom

plati A=LU

Upn—1 Cn-1

'Fra 1 Un

Obrazok 4: LU dekompozicia

Kde hodnoty c;....c,.; pozndme, a hodnoty uj....u, resp. l,....I, sa vypoéitaju nasledovne:

l'J(J: i=1
R LGy <i<n @)

i q

Vezmime trojdiagonalnu ststavu z obrazka 2. Z nej mame Ax=d, po LU dekompozicii LUx=d. No tento
problém sa da rozdelit na dva podproblémy: Ux=y aLy=d. Tieto rovnice pozostavaji uz len

z dvojdiagonalnych matic a daju sa riesit’ v linearnom case.

2.2 Paralelizacia

Na ucely paralelizacie vyuzijeme algoritmus ABM - Austin Berndt Moulton popisany v [1]. Tento algoritmus
ma za ulohu rozdelit’ trojdiagonalnu maticu na niekol’ko mensich matic. Nech ma nasa trojdiagonalna matica n
riadkov a majme p processorov, kde p<n. Ozna¢me jy ako najmensi index riadku patriaci processoru s indexom
k. Nech j;=1, jpua-n+la ji <jus1, kde k=1, ... ,p. Processor s indexom k disponuje n, riadkami matice, kde n,=
Jjk+1-Jk- Riadky matice ozna¢ime v;, kde i=1...n. Majme trojdiagonalnu ststavu ktord méa prvky s indexami a; pod
diagonalou, prvky s indexami b; na diagonale a prvky s indexami c¢; nad diagonélou v i-tom riadku(Obrazok 2).

Samotny algoritmus ABM moézeme rozdelit’ do troch faz:

V prvej faze kazdy processor pozmeni prvy a posledny riadok, ktory mu patri. Hodnoty tychto riadkov si

uloZime do premennych vy a vy, kde vy si uchovdva hodnotu posledného riadku a vy si uchovava hodnotu



prvého riadku. Taktiez si uloZime prava stranu nasej sustavy do premennych ry (posledny riadok) a ry (prvy

riadok). Hodnotu v, vypoc¢itame nasledovne:
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Obrazok 5: ABM

Na obrazku 5 mézeme vidiet ilustraciu uprav vykonanych v prvej fd&ze ABM algoritmu. Vodorovné &iary
reprezentuju rozdelenie medzi processormi. Hodnoty reprezentované symbolmi X ostan( po tychto Upravach
nezmenené, Cierne Stvorce reprezentuji hodnoty prvych a poslednych riadkov.

Z vlastnosti trojdiagonalnej matice je trividlne dokazatelné, Ze pocas vypocltu vektory vy a vy nemaji nikdy
viac ako 3 nenulové hodnoty. Tento fakt vyuZijeme v druhej faze algoritmu.

V druhej faze ziskané vektory poskladdme do jednej sustavy rovnic:
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Takto sme vytvorili nové trojdiagonalne sustavy rovnic s menSim poétom neznamych, ktoré vieme poditat’
pomocou sekvencénych algoritmov. RieSenia napokon odosleme spétne korespondujlicim processorom.

V tretej faze si kazdy processor dosadi hodnoty neznamych vypocitané v druhej fdze do svojej slstavy rovnic,
¢im ziska vlastni nezavislu trojdiagonalnu ststavu. Cely tento proces po vykonani rozdelenia méze byt teda

plne paralelizovany bez potreby synchronizécie a kommunikéacie medzi vlaknami.

2.3 Carl de Boor algoritmus

Uvazujme uniformnt mriezku (1). Z (2)-(5) st hodnoty z zndme a hodnoty

d;ﬁj. i=1,.... I—-2, j=0,...,. J—1, (11)
dl;, 1=0,..., I-1, j=1,..... J—2,
@Y=l -2 =001,
a 1=0,..., 1-1, 5=1,...,. J—2
st jednoznaéne uréené nasledujicimi 21 + J + 2 linedrnymi systémami pozostavajlcich v celku z 313 - 21 - 2] — 4

rovnosti.

3
diyy g +Adi; +di 5= r(%‘ﬂ.j — 21,4 (12)

Pre vSetky j=0,...,J-1 kde i=0,...,I-2
3

d%’.j+l + -1(!,?3 + df.j—l = r(‘.i:j_i_l — :i.j—l) (13)
y
Pre vSetky i=0,...,I-1 kde j=1,...,J-2
x, T, x, 3
Aty +Adiy + diY = (A —di g ) (14)

h
Pre j=0 a J-1 kde i=0,...,I-1

(fi_;{rl + «l(l’.i_f + rfi:;il = E(fii_jJrl —di;_q) (15)

Pre vSetky i=0,...,I-1 aj=1,....,J-2

2.4 Redukovany algoritmus

Z vyskumu doc. Toéroka sa vsak ukazalo, ze ak sa jedna o uniformné splajny alebo povrchy, tak tymto spdsobom
staci vypocitat’ iba kazdu parnu derivaciu a hodnotu zvy$nych premennych zistime trivialne. Hodnoty (10) sa
teda vypocitaju pouzitim nasledujtcich w rovnic v 31J+221—5 linedrnych systémoch a 7;;:1;,7;1,7

formulach, celkovo 31J - 21 - 2J — 4 rovnosti.



Krok 1a (parcidlne derivacie podl'a x pri parnom indexe i):

i—2,5
3 12

= E(EH,QJ — 31'72:_]') — E(:i+1‘j — ':ifl:j)

A — 1407+ d7_y =

Pre j=0,...,J-1 kde i=2,4..1-3

Krok 1b (parcialne derivacie podl'a x pri neparnom indexe i):

" 3 1, . -
di; = m("—iﬂ.j —Zi—1,) — 1(‘]i+1.j +ddi_y ;)

Pre j=0,...,J-2, i=1,3...,1-2

Krok 2a (parcialne derivacie podla y pri parnom indexe j):

fl’.ifr_j+2 — 14(1?‘:} + (]'%/J_Q =

3 12
(31‘..3‘4-2 — Zq,j-2 — ,,—(31',]‘+1 - :i.j—l)

hy Ly

Pre i=0,1,...,I-1 kde j=2,4..J-3
Krok 2b (parcialne derivacie podl'a y pri neparnom indexe j):

3 1
(’f‘? = E(:i.jJrl — ':-i,jfl) — 1((fly,j+1 + dzy.j—l)

Prej=13...,J-2ai=13,...,1-2

Krok 3a (parcialne derivacie podla x,y v krajnych bodoch osi y):

. 3
dify; t4dy) + &Y = —(d]

Y
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Pre j=0,J-1 kde i=1,...,J-2

Krok 3b (parcialne derivéacie podl'a x,y v krajnych bodoch osi x):

. 3
doiy +4dyt +dyy | = W (dg j+1 —do 1)
Y

Pre i=0,1-1 a j=0,...,J-2
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(20)

(21)



Krok 3c (parcialne derivacie podla x,y vo vnttornych bodoch pri parnych hodnotach i,j):

T,y T Y
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3 : 27
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36
+ W(Zi—l,j+2 — Zi_1,j—2 + Fi—2,j4+1 — Zi—2,j—1)—
. 108
h d? 2_} h (d J+1+dlj l)+ﬂ(zisj+1fzid*1)i
18 144
T h T Thahy (—zi—1j+1 +2im1,5-1) + ]xdf 1,50

kde i=2,4,6,....1-3 a j=4.6,...,J-5

Krok 3d (parcidlne derivacie podl'a X,y vo vnutornych bodoch pri neparnych hodnotach i,j):

) 1 } ;
dif = E(‘-'lfﬁ.jﬂ A o e )
3
16f ——— (i 1 — i o iy — A1)~ 23)
3
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9
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lﬁhmhy( 1+1,7+ i+1,3 i—1.g+ t—1.,7 )

prei=1,3,.1-2aj=1,3...J-2

Krok 3e (parcialne derivacie podl'a x,y vo vnutornych bodoch pri neparnych hodnotach i a parnych hodnotéch j):

]?,y _

3 x,
= E((ff.ﬂ»l —di; 1) — ( d;! i1 T ”-IM 15 (24)
y

pre i=1,3,..1-2 2 j=2,4...J-3



Krok 3f (parcialne derivacie podl'a x,y vo vnutornych bodoch pri parnych hodnotach i a neparnych hodnotéch j):

. 3. . 1 . x,
di = e (df j41 —dij_1) — 1(‘-37;!;'1’;1 +d;7 ), (25)
u

prei=24,.1-3aj=13,...,J-2

2.5 Redukovany algoritmus s vyuZitim Carl de Boor algoritmu:

Po Uprave redukovaného algoritmu a jeho spojenim s algoritmom Carl de Boor dostaneme nasledujicu sdstavu
rovnic:

Krok 1a (parcialne derivacie podla x pri parnom indexe 1i):

2o, — 14dE, +d2_, ;= (26)
3 12
= E(:w?.g‘ — Zi_aj) — E(:Hld — Zi-1,)

pre j=0,1...J-1 kde i=2,4..1-3

Krok 1b (parcialne derivacie podl'a x pri neparnom indexe i):
3 ' | @7

Ed

T J' T
di; = m(‘-wl.j = %i—1,5) — 1(‘1i+1.j +diq;)

pre j=13,...J-2,i=13...,1-2
Krok 2a (parcialne derivacie podla y pri parnom indexe j):

ij—2 —
3 12 (28)
= E(‘-i:jw — Zjj_2 — E(-‘-i.jﬂ — 2i5-1)

rf?:j_'_g — lirff_j +d?

pre i=0,1,...,1-1 kde j=2,4..J-3

Krok 2b (parcidlne derivacie podl'a y pri neparnom indexe j):

3 1
ff‘j = E(:i'ﬂ_l — Zig—1) — 1{(i?‘j+1 + fif‘j,l) (29)

pre j=1,3...J-2ai=1,3,...,1-2

(

Krok 3a (parcialne derivacie podla X,y pri pArnom indexe i):

df&d — 14(13’_’;’ + df;yz_j = (30)
3 12

= r(dz'yu,j —di_y;) — T(d?-&-l,j —di_q;)
xT T



pre j=0,J-1 kde i=2,4..1-3

Krok 3b (parcidlne derivécie podl'a X,y pri neparnom indexe i):

T, 3 T T 1 T, L,
77 = (i = A ) = (8 + a7 ), (31)

pre j=0,J ai=0,...,1-2

Krok 4a (parcialne derivacie podla x,y pri parnom indexe j):

T,y 14 7.9 Ty
dz‘:j+2 - lidiﬂj + di’ij =

3 12 (32)
= E(dlyﬂ‘i’g — ([?‘,j72) — E(dlyj+1 — dlyjfl)

pre i=0,..,I-1 kde j=2,4..J-3

Krok 4a (parcialne derivacie podla x,y pri parnom indexe j):

3 ’

T, ] 1 T, T,
(Izjy = ?]y(di”j+l — dz,jfl) — 1((ii,jy+1 + di’_jfy,l) (33)

pre i=1,3..,1-2 kde j=1,3,...,J-2
2.6 Spojenie algoritmov

Pri pouziti findlnej formy redukovaného algoritmu pre bikubicky uniformny splajnovy povrch dokazeme
zredukovat' nasu ststavu rovnic o takmer poloviény pocet nezndmych, ktoré sa potom pocitaju pomocou
algoritmu ABM, kde sa jednotlivé menSie ststavy paralelne pocitaju cez sériovy algoritmus LU rozklad. Pri
parnych hodnotach sa jedna a trivalny vypocet rovnic, ktoré st absoltitne nezavislé od seba a teda mozu byt plne
paralelizovatel'né. Pre implementaciu daného algoritmu sme zvolili programovaci jazyk C++ a vyvojové
prostredie CUDA.

Implementécia
3.1 Nvidia CUDA

CUDA (Compute Unified Device Architecture) je APl od firmy Nvidia, ktord umoznuje priamu komunikaciu
sGPU. Téato platforma je uréend na paralelizaciu vypoctov, ako aj manaZment pamite a podporuje
programovacie jazyky ako C, C++ a Fortran. Oproti predoslym API ako su Direct3D a OpenGL je toto
vyvojarske prostredie pohodlnejSie na pouzitie a nevyZaduje si hlboké znalosti grafického programovania.
V grafickom vyvoji sa GPU pouZiva hlavne na tcely renderovania a vypoétov fyziky(detekcia a simulacia
kolizii, deformacia makkych telies, simulacia pohybu viacero prepojenych objektov) ainych simulécii(napr.

effektov ako oheti, dym, simulécie kvapalin, distorcii pri pouziti displacement map). CUDA podporuje softvéry,
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ktoré sa zaoberaju takymito simuléciami, ako napriklad Nvidia PhysX alebo Bullet, no taktieZ sa vyuZiva na
zrychlenie vypoctov, ktoré nie su grafického charakteru, ako napriklad v oblasti cryptografie alebo vypoétovej
bioldgie.

Grid

Block (0, 0) Block (1, 0)

% . -
2 ‘ v

Copy the result
Memory Thread (0,0)  Thread (1, 0) Thread (0,0)  Thread (1, 0)

for GPU
Execute parallel
GPU in_each core
(GeForce 8800) 3

Processing flow
on CUDA

Main
Memory 1
Copy processing datal

CPU

Obréazok 6: Priebeh procesu v CUDA

Obréazok 7: Struktara CUDA

Proces spusteni v CUDA, znazorneni na obrazku 6 prebieha nasledovne: Najprv sa prekopiruju Udaje potrebné
pre proces z hlavnej paméte pocitaéa do paméte grafickej karty, kernel z CPU inicializuje proces na GPU, ten sa
napokon paralelne vykona a vysledky sa skopiruju spatne z pamite grafickej karty do hlavnej pamite pocitaca.
Pre paralelné vykonavanie kernelu je mozné si nakonfigurovat' Struktaru vldkien a paméte(Obrézok 7).
V kazdom GPU je ist¢é mnozstvo multiprocessorov, ktoré disponuju nad’alej 32-192 jadier na ktorych mé6zu
bezat’ vlakna. Tieto vlakna mézeme zoskupit’ do tzv. blokov, ktoré si po zadani ich po¢tu automaticky rozdelia
systémové prostriedky grafickej karty medzi sebou. Tieto bloky maju vlastné registre a rézne typy paméte.
Globalna pamét’ je dostupna kazdému vlaknu avSak disponuje vysokou latenciou. Hoci zabudované keSovanie
tento problém do istej miery rieSi, kazdy blok ma taktiez zdielani pamét, ktora je pristupnd iba vladknam
v rovnakom bloku, av§ak ma omnoho niz8iu latenciu ako globalna pamét’. Pre pripady kedy vldkna vdbec
nepotrebujit medzi sebou komunikovat’ je vyhradena miestna pamat’. K pamati sa da taktiez priamo pristupovat’

cez ukazovatel’e.

Zaver

Je jednoznac¢né, ze tento algoritmus prinasa vyznamné zlepsenie ¢o sa tyka vypoctového ¢asu. Findlne vysledky
budu ¢oskoro publikované.
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